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Vor iiber 700 Jahren lebte ~ ZHU SHIJIE (1260 - 1320)

Trotz der wechselhaften Geschichte Chinas unter der
Znishiie- (260-1320) Herrschaft verschiedener Dynastien blieben die mathema-
tischen Anforderungen fiir die Beamtenpriifungen iiber die
Jahrhunderte hinweg nahezu unverdndert - so wie sie LIu
Hur (220-280) in seinem Buch Jiuzhang suanshu (Neun
Kapitel mathematischer Kunst) beschrieben i
hatte. Nach langen Jahren biirgerkriegsdhn- |
@@ Y Gﬁ ® A @?o licher Zustdnden so.r'g‘re K‘L-JBLAi\I KHAN, Enkel !
DscHINGIS KHANs, wieder fiir sichere Lebens-
Mathematica verhdltnisse in China - seine Heere hatten das
gewaltige Reich erobert und 1279 um die
Hauptstadt Dadu (heute Beijing) herum eine Stadtmauer errichtet.

So konnte auch der Gelehrte ZHU SHIJIE, der in der Ndhe von Dadu geboren wurde,
wieder ungehindert durch das Land reisen - mehr als zwanzig Jahre lang. Sein Ruhm
verbreitete sich im gesamten Reich und viele kamen zu ihm, um von ihm zu lernen.

Sein fiir Anfdnger gedachtes Buch Suanxue gimeng (Einfilhrung in mathematische Stu-
dien, 1299) ging an manchen Stellen iiber die Inhalte der oben erwdhnten Neun Kapitel
mathematischer Kunst hinaus, beispielsweise indem auch das Rechnen mit Briichen und
Dezimalbriichen behandelt wurde. Fiir die Losung von linearen Gleichungssystemen gab
ZHu SHIJIE Empfehlungen zur Auswahl einer geeigneten Zeile, die festgehalten werden
sollte (sog. Pivotisierung), und fiir die L6sung von Polynomialgleichungen
wandte er - wie sein Vorgdnger QIN JIUSHAO - eine Methode an, die wir
heute als HORNER-Schema bezeichnen. ZHU SHIJIEs Originalwerk ging
verloren, es konnte jedoch im 19. Jahrhundert aus einem gedruckten
koreanischen Exemplar aus dem 15. Jahrhundert rekonstruiert werden.
Der Hohepunkt der mathematischen Entwicklung in China wurde im Jahr
1303 mit ZHU SHIJIES Buch Siyuan yujian (Kostbarer Spiegel der vier Elemente) er-
reicht. Auch von diesem Buch existiert keine Originalfassung - die heute vorliegende
Fassung enthdlt sieben Vorworte, sodass man nicht mehr weif, was von ZHU SHIJIE
selbst versffentlicht wurde.

Qin Jiushao (1202 - 1261)
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Auf einer der ersten Seiten des Buchs findet man die Abbildung
des Dreiecks, das heute PAscALs Namen trdgt. Die im Diagramm
eingetragenen Binomialkoeffizienten entsprechen (teilweise) der
tiblichen Darstellung von Zahlen durch Rechenstdbchen.

ZHU SHIJIE verweist darauf, dass nicht er dieses Schema erfun-
den hat, sondern dass dies eine altbekannte Methode sei, womit
er sich vermutlich auf ein Buch von J1A X1AN (1010-1070) bezieht.
Mithilfe der Koeffizienten aus der letzten Zeile der abgebildeten
Figur kann man die achte Potenz einer Summe wie folgt notieren:
(a+b)® =1a° +8a’b + 28a°b* +56a°b* + 70a’b* + 56a°0° + 28a°h® + 8ab’ +1b°

Dann geht ZHU SHIJIE auf die Behandlung von Aufgaben ein, fiir die bis zu vier Variablen
benotigt werden (tian = Himmel, di = Erde, ren = Mensch, wu = Materie) - wir werden
im Folgenden die bei uns tblichen Variablen X, y, z, u verwenden. Die in den Rechnungen
auftretenden Koeffizienten werden in Tabellenform angeordnet,

vy oy

beispielsweise wird der Term 2y°-8y®+28y—xy®+6xy—2x—x> A I
durch das rechts stehende Schema erfasst. xlolal el
Am Beispiel der folgenden Aufgabe wird deutlich, wie ZHU SHIJIE | ¢ | o0 | 0 | -1

seine Methode der himmlischen Elemente entfaltet:

Ein rechtwinkliges Dreieck hat den Fldcheninhalt 30. Die Summe der Lidngen der
beiden Katheten betrdgt 17. Wie groB ist die Summe der Ldngen der Basis (= kiirzere
Kathete) und der Hypotenuse?

Losung: Bezeichnet man die Katheten mit X und y, die Hypotenuse mit z, dann gilt also:
1.x-y=30 A x+y=17. Hieraus ergibt sich x-(17-x)=60, d. h. x¥*~17x=-60. Lésen der
quadratischen Gleichung liefert x=5 v x=12. Die kiirzere Kathete hat die Ldnge 5.

Die Ldnge der Hypotenuse ist somit z = /X% + y? =+/5? +12? =13, fiir die gesuchte Summe
gilt dann x+z=5+13=18.

ZHU SHIJIE begniigt sich jedoch nicht damit, eine quadratische Gleichung zu I6sen;
vielmehr zeigt er, wie man das konkrete Problem in einem allgemeineren Zusammenhang
untersuchen kann: Fiir X, y, z gilt jedenfalls (PyTHAGORAS): x*+y*-2°=0.

Setzt man fiir die gesuchte Grofle x+z=t, dann folgt wegen z=t—x und y=17-x, dass
gilt: X*+(17-x)*>—(x-t)>=0, also x*+289—34x+2xt—t*=0. Wegen x> -17x=-60, d. h.
x* =17x—60 ergibt sich eine lineare Gleichung mit der Variablen x, ndmlich

17x—60+289—34x+2xt—t* =0, also 229-17x+2xt—-t* =0, d. h., x erfiillt die Bedingung

x =221 Setzt man dies in die quadratische Gleichung ein, so erhdlt man

(25 )2 +289-34.251 1 0. 20 2 _() ynd hieraus umgeformt

17-2t 17-2t 17-2t
(229—1%)? +289- (17 — 2t)? —34- (229 —t?) - (17— 2t) + 2t - (229 —t?) - (17 — 2t) —t*- (17— 2t)* =0
und somit schlieBlich eine Gleichung 4. Grades: t* —34t° +71t* + 3706t +3600=0.
Diese Gleichung besitzt vier Losungen, ndmlich -8, -1, 18 und 25, darunter die eigentlich
gesuchte Summe t=x+z=5+13=18. (Die lbrigen Losungen ergeben sich im Sachzu-

sammenhang wie folgt: -8 ergibt sich als Lésung fiir t, wenn man x =5 und z = -13 einsetzt;
-1 fiir x=12 und z =-13; 25 fiir x=12 und z=13.)



In einer weiteren Aufgabe heift es:
Die drei Seiten X, Y, z eines rechtwinkligen Dreiecks erfiillen die

Bedingungen 2yz =% + Xz A 2X+4y+4z=X-(y? -2 +X). v
Gesucht ist u=x+y+z+d =2x+2y. ,l
Die Variable d steht fiir den Durchmesser des Inkreises; hierfiir gilt: x

d=2r=x+y-z, wie bereits in Jiuzhang suanshu angegeben wurde.

Als Losung gibt ZHU SHIJIE an: x =3,y =4,z=5und u = 14,

Das folgende Problem fiihrt ZHU SHIJIE auf eine Gleichung 5. Grades zuriick:

Fiir drei Seiten X, Y, z eines rechtwinkligen Dreiecks und den Durchmesser d des
Inkreises gilt: d-x-y=24 Ax+z=9. Gesucht isty. (Lésung:y = 3)

ZHU SHIJIE beherrscht verschiedene algebraische Methoden, wie er an zahlreichen
Beispielen - auch bei Polynomen héheren Grades - demonstriert:

Um die quadratische Gleichung —8x* +578x—3419=0 zu lésen, wird zundchst die Vari-
able substituiert: x=1%.

Hiermit erhdlt man dann —8-(3)* +578-2-3419=0,also -1 y* +52.y—3419=0 und weiter
—y*+578-y—27352=0. Eine Losung dieser Gleichung ist y = 526 und somit ergibt sich
Xx=28-653

Bei der Gleichung 63x* —740x—432000=0 findet er heraus, dass x~88. Verschiebung

um 88 (gemadR der sog. fan fa-Methode, die wir als HORNER-Methode bezeichnen) , also
63-(y +88)* —740-(y +88) 432000 =0, fiihrt zur Gleichung 63y’ +10348y—9248=0, dann

Substitution mit y =% ergibt die Gleichung z* +10348z —582624 = 0. Diese hat die Lésung
=56, also ist y=2=2 und somit x=288%.
Bereits friih wandten chinesische Astronomen Ndherungsmethoden an, um Gesetz-

maBigkeiten fiir Planetenbewegungen herauszufinden. Mithilfe der sog. chao cha-
Methode der fortgesetzten Differenzenbildung bestimmten sie geeignete Polynome.

Beispiel: Bildet man die Summenfolge der Qua-
dratzahlen, dann erhdlt man die Folge der Pyra- @) + ®+ @+%
midalzahlen. Deren Glieder lauten also: O, 1, 5, 14,
30, 55 usw.

Bildet man die Differenzenfolge (1. Ordnung) der
Folge der Pyramidalzahlen, d. i. die Folge aus der
Differenz benachbarter Folgen- " 0 1

2 4 5
glieder, dann er‘gib‘r sich die a(n) 0 1 4 9 16 25
Folge der Quadratzahlen selbst. s(n) 0 1 5 14 30 55
Bildet man dann weitere Diffe- A 1 4 | 9 | 18 25 |
renzenfolgen, so gelangt man | & R 7 o
nach der dritten Differenzbil- = 2 | 2 | 2

dung zu einer konstanten Folge. Die betrachtete Summenfolge s(n) kann daher mithilfe
eines Polynoms 3. Grades beschrieben werden: s(n)=an’+bn’+cn+d, wobei offen-
sichtlich d = 0. Durch Differenzbildung iibereinanderstehender Gleichungen lassen sich
die Koeffizienten leicht ermitteln:



a+b+c+d=1
7a+3b+c=4

8a+4b+2c+d =5 12a+2b=5
=[19a+5b+c=9|=
27a+9+3c+d =14 18a+2b=7

64a+16b+4c+d =30
Und hiermit (riickwdrts gehend) a=3%,b=%,c=%,d. h,, es gilt:
P+22+F+..+n*=in+in+in=21.n-(n+1)-(2n+1).

‘:>|6a:2|
37a+7b+c=16

Entsprechend kann man die Formel fiir deren zugehérige Summenfolge gewinnen, also
zur Folge 1, 6, 20, 50, ... Hier ergibt sich

1+5+14+30+..+1-n-(n+1)-(2n+1) =% -n-(n+1)-(n+2)-(2n+2) und weiter
1+6+20+50+...+5-n-(n+1)-(n+2)-(2n+2)

=55-N-(N+1)-(n+2)-(n+3)-(2n+3).

Eine besondere Rolle nehmen die Summenfolgen ein, die sich
aus der Folge der natiirlichen Zahlen, der Folge Dn der Drei-
eckszahlen (= Summenfolge der Folge der natiirlichen Zahlen),

der Folge T, der Tetraederzahlen (= Summenfolge der Folge
der Dreieckszahlen) usw. ergeben:

Bildet man ndmlich die Summenfolge zur Folge D, =3-n-(n+1)

der Dreieckszahlen, so ergibt sich die Folge der Tetraederzahlen 1, 4, 10, 20, 35, ...,
allgemein eine Folge mit der Folgenvorschrift T, =¢-n-(n+1)-(n+2).

Diese Folgenvorschrift entdeckte ZHu
SHIJIE vermutlich auch in dem o. a.
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350 Jahre nach ZHU SHIJIE beschrieb |
BLAISE PASCAL in seinem Buch iiber das triangle arithmétique u. a. diese Eigenschaft,
die - als Beispiel - in der rechts stehenden Abbildung farbig hervorgehoben ist:

2 3 4 5 6) 6-5.4
1+3+6+10= + + + = =—F-=20,
0 1 2 3 3) 321

d. h., die Summe der ersten vier Dreieckszahlen ist 20. Allgemein gilt:

2 3 4 n+1 n+2
1+3+6+10+...+%-n-(n+1)=[OJ+{J+[ZJ+...+(n_1j=(n_l]:§~n~(n+1)-(n+2)

Entsprechend findet man die zugehérige Summenfolge hierzu, also die Summenfolge
mit den Gliedern 1, 5, 15, 35, 70, ..., indem man die ndchste Parallele im PAscAL'schen
Dreieck betrachtet:

1+4+10+20+...+4-n-(n+1)-(n+2)=5-n-(n+1)-(n+2)-(n+3) und weiter
1+5+15+35+..+4-n-(n+1)-(n+2)-(n+3) =F-n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4),
1+6+21+56+...+5-n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)=4-n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)-(n+5).
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